




Numerical Method of Solving the Buckling， Vibration and 
Bending Problems of Triangular Plates 
Shohachi WAKASUGI 
Problems of the buckling， vibration and bending of simply supported or fixed triangular 
plates with arbitrary planes are solved by a numerical method. Introducing “triangular coordin-
ates" which use three coordinate variables， the differential equations and boundary conditions 
of three edges of plates can be represented in symmetric forms with respect to these coordi. 
nate variables， and then the problems can be easily solved by the purely numerical method 
replaceing these equations by the corresponding finite-difference equations. 
Numerical computations for several cases show that出epresent method using the trian-
gular coordinates needs less labour to obtain the close approximation to exact values than the 
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X = ~十万 cosr -c cos s、
用~ .・H ・.(2) 
y = マsinr十 csin βJ 
ことにα，s，rは図に示すように三角形の内角の大きさであるo三角座標は乙のように二次元の物体
に対している 3 個の座標変数を用いるから，点が与えられでも~，甲， C は一義的には定まらない。し
かし乙れを利用して数学的取り扱いを対称的にしようとするものである o なお，いうまでもないが
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同じようにしてさらに 82wj8x2，82ω/θy2， â2wj8x8y などが得られる o このときたとえば~，マの
みで表わすと，換言すれば斜交座標~， η で表わすとくラプラ.ス損算子を例として説明する〉
ム~ (~2~ 十 02WFW}叩=一一一一 l一一一 一一一一 2cos r一一一lsin2 r ¥ 8;2 a万 8;8マノ …(4) 
上式右辺第3項のため後述するような計算上都合の悪い点を生じ，また周辺に対する取り扱いが非
対称的となる。そこでさらに座標変数cを用いてこの項を消去すると対称的な形の次式が得られる D
1. ~ 82w . ~，' 82w . ~ _.82加、ムw 向mr ¥sin2α 百子十 sin2s百i-+ sin2 r京1-) .・H・- (5) 
ただし対称的な形式だけならば (4)式の第1，2項を消去した形の次式も得られるo





8x2 a~2 。2W 1 (~ f)2w . . ~，.， ~2叩 1O~~.~ _ ~~_， ~~~_ ~ 1-2cosscosrsina ~;; + sin2s云了+sin2r一一ー ト8y2 2sinαsintsinr ~，"，~...t-'-~.... ...， ~U..... 8;2 I ""U~_ I-' 8~2 I ...U~~. 8，2 f -・ (7)? ? ?。 _ _， 82w . n ~ 82叩 1
2sinαS五戸nrt -sinα山 (s-r)ai;十sin2
なお，正三角形板のときは α=両=r=600 とおいて










dw 1 r ， .." ." 1 7正一=三万tw(川)- w(x-h) J 
d2ω 1 五i-= h2 ¥w(x+h)ー 2w(x)+ w(x-h) 























































が含まれるのに対し，斜交座標 ~， η を用いると角， au の点がなく代りに b1>b2が含まれ，さらに境
界よりと遠くミ離れた ba"....，んの点がと多くミ含まれることになる。この乙とより三角座標を用いる





支持 W 0， 82w/8v2 0 
固定; ω 0， 8w/8ν= 0 
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、 ? ?
??
格子点がくるように格子網目が選ばれてあるから問題はない O 傾斜 (δ卸/8).) またはモーメント =0
の条件は二等辺三角形の底辺または直角三角形の直角を挟む両辺に対しては境界に対し対称の位置
に格子点があるから
















一次補間 Wb' 卸2 +ρ(卸a-W2)
ρ 
二次補間; 肌叩2十三Z(町一卸1)十 15(W3十W1ー 2却2)
ρ-1 f___ (ρ-1)2 

















(1 +ρ〉却α 十 (1--ρ) Wb = (1十 ρ)Wz + (1 -ρ) Wl 
(1十 ρ)Wb十 (1-ρ)卸 (1十 ρ)w3十 (1-ρ) W2 
、???? ??、 、• • • • • • • • 
、? ? ? ?
， ，
OB，AB辺に対しても座標変数が対称的l乙含まれるように awjθν=0の式を表わして階差化する
ーーすなわち (14) 式を各辺に対して適用するものとする O 同じようにして，モ -;J.~ ト =0 の条
件を階差化すると (14)式の一方の辺全体の符号を変えたものになる O 乙の (14)式を境界条件と
して境界上の格子点(隔角の点を除く〕に適用すると各辺について 1個合計3個だけ外部格子点よ




(ρ+1) ，_. _.， ， (戸+1)2加c- 叫十一一言一~(W3-Wl) 十一一2'~(W3十wl -2 W2) 
P(l+P) (~，，2ρ+2(... ...¥1 (ρ+2) 2 (M. 1~" Ó)~" ¥ i 
即a- (1-初五万円十-2-一(叩3-Wl)+一三一一(叩3+Wl-2w2)J 





















ム叩十手 W 0 
ただし， ρ:膜の面密度， T:単位長当りの張力
、 、 ， ?????、 ?
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(2) kはそれぞれの場合における座屈荷重または振動数を与える無次元の固有値である口








? ? ? ? ? ?
膜の振動 k ρω2L2/T










(5) h2ー補外，(h2， h4)-補外7)について;分割数nのときの hの値を丸，n=∞のときのそ
れを九 〈正確値)とするとき
ん - kn = C1h2 (C1 :定数〉 ・H ・H ・. (18) 
すなわち
F‘ F ι-k拍=とZ「
町 一 n" (C1' :定数〕 . (19) 
と仮定し 2個の丸の値を用いて九を求めることまたはその値をがー補外〈値〉と言うことにす
る。乙のときたとえば k3，k4の値を用いて k帽を求めたときには nの欄に 3，4と並記しである口ま
たそのときの九の値を k3'4と示すことにする。以下同様にしてたとえば (h2，h4)-補外と書いて
あるのは，
C1' C?" ι-ι= ー~+一一一
同吋 n" n" (C1'， Cど:定数〉 . (20) 
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57.60 I 十 9.4
59.50 1 十13.0
58.91 I +1l.9 
61. 94 1 十17.8
57.88 I 十10.0
55.59 I十 5.6
65.73 I -33.6 




81.83 ! -17.4 
1 九=凶.412 ん =99凹正確{直 h曲 =52.63789
第 3表 直角二等辺三角形板のせん断座屈固有値の計算結果一一ー直交座標と三角座標の比i院
(等辺に沿うでせん断力が作用する場合)
i 周 辺 支 持 |周辺固定
n 直交座標 |三角座標 |直交座標|三角座標
i k 誤差 51 I k 誤差 % k k 
3 (1) 288.0 + 152 72.00 - 37 432.0 108.0 
4 (2) 174.2 十 53 85.80 - 25 320.0※ 137.8 
5 (4) 145.8 十却 94.52 - 17 329.3 184.0 
3. 4 27.9 - 76 103.54 -9.3 176.0 176.2 
4， 5 95.2 - 17 110.02 -3.7 345.8 266.0 
3，4，5 133.0 + 17 山 66 -0.5 441. 3 316. 0 




l J 1二:三一 第 三二::77-- -Ji二竺 2三コn 一次補間|一次補 n日|三次補間| 一一一一卜一二一一一 一一|一一一一一一一l5T"i k 誤差封
一一一一 _I_k__--'一程差忽 k 誤差ー箔 k____JML差J笠L L一 一一
3 (1) 99.75 i -18.8 I 100.05 I -18.5 I 99.22 Iー19.2 96.00 I -21. 8 
4 (3) I 10仇30 I -12. 6 I 106. 94 I -12. 9 I 107. 51 Iー12.5 I 103.20 I -16.0 
3，4 I 117.02 I - 4.7 I 115.80 I - 5.7 I 118.17 I - 3.8 I 112.47 - 8.1 
正確値ん =122.8217
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ts 5表 Ji，i辺支持の内角 300，600を有する直角三角形板の一様圧縮座屈，振動および膜の振動の存固有
値計算結果一一各種一三角座標の比較(境界条件の取り方は第2法による)
1200頂角二等辺三角座標 | 正三角座標 | 直 交 座 標 l 
n k 誤差彪 I n I k I誤差猪 I n I k I誤差路 1
4 (1) i 96.00 -21. 8 I 4 (1) I 74.67 -39.2 3 (1) I 96.∞ I -21. 8 
5 (2) 107.64 -12.4 I 5 (2) : 89.70 I -27.0 I 4 (3) I 103.20 I -16.0 
6 (4) 113.60 - 7.5 I 6 (4) i 98.89 I -19.5 I 5 (6) ! 109.57 I -10.8 
4， 5 I 128.34 十 4.5 I 4， 5 I 116.42 I -4.9 3， 4 I 112. 47 I -8. 1 
5， 6 127.12! 十 3.5 I 5， 6 I 119.79 I -2.4 I 4， 5 I 12・89 I -1. 5 












~ ~~~ I ~. ~~~~ I ~.鵬2 I ~.~∞2 I 2.Z~川 乙れに対して斜交座標を用いると，膜の振動の場合
6 (3) I 1.0833 I 1.凪氾oI O.4765 I O.5344 ! 
9 (7) 1 1.0370 1 1.∞0010.374410.4903' (このときは外部格子点が含まれない乙とに注意〕を除
3，6|1.00∞I ~.∞ωI ~. ~~~~ I ~. ~~~~ i き上のような特徴がほとんど認められない。そしてI 1.0000 I 1.ω00 I 0.2927 I 0.4551 I 
3，6，9 : 1. 0∞o 11.000o 1 O. 2915 1 O.必42i (刊 紙座標による計算値は三角座標による値よ
wr- l qL4t りも常に大きいく計算例のnの範囲では誤差は小さしつ O
ε 王否g---rJ，周辺支持の板の正確肝
} けれども上の (b)(c)の性質がないことは正確値Mt=~_qL2 ¥ (トポアソン比)













I ks-k4 1 く Ik4 - k3 I 
となる乙とが期待されるにもかかわらず
1 k5- k4 I > I k4-k3 I 
となっていることである o このためであると思われるが n=6のときの hの値を求めてみると，
k6 = 207.7 
となり， ks， k6を用いたがー補外値は，
















































1 ) たとえば (2)(3) (4) (7) (8)参照，特に (7)には一部に計算誤りがあるが座屈問題の豊富な計
算例がある。
2) R. V. Southwell， Relaxation Method in Theoretical Physics， (1947)， p.47， Clarendon Press. 
3) S. Timoshenko and J. N. Goodier， Theory of Elasticity， (1951)， p.474， McGraw-Hill. 
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